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2.4 Aufgaben

2.4.1 Geschlossene Auswertung unendlicher Reihen

In Praxis ist die geschlossene Auswertung unendlicher Reihen, also die expli-
zite Bestimmung des Grenzwerts, nur selten moglich. Bequem geht es, wenn
man die Reihe als Teleskopreihe oder als Spezialfall bekannter Funktionenrei-
hen erkennt. Hier folgen einige einfache Beispiele. Ein schwieriges finden Sie in
Aufgabe 5.5.5.D .

Zeigen Sie, daf Zaﬁk = ﬁ fiir |z| <1 . (Geometrische Reihe)

Sind die folgenden Reihen konvergent? Wenn ja, bestimmen Sie ihren Grenz-
wert!

M VR VESD (2) Zmﬁﬁ

Lésungen:

n n+1l_
Nach Aufgabe 1.4.5.A gilt S, := Zxk = xac—l 1 .

Falls |x| < 1 gilt 2"*! — 0 fiir n — oo. Nach den Rechenregeln fiir Folgen

gilt daher fiir die Partialsummen : S,, — ﬁ fir 2] < 1.

oo
Also ist Za:k = ﬁ fur |z| < 1.

(1) Die Reihe ) (\/E —Vk— 1) ist eine divergente Teleskop-Reihe, denn
> (Vi-vE-T1)

k=1

(Vi - Vi) ot (V2 V) + (VI VA)

= Vn—-V0 = /n — .
(2)  Auch die 2. Reihe 1d8t sich als Teleskopreihe auffassen. Es gilt

_2k+1 "1 1
k2 (k+1)2 ~ Z(/@ - (k+1)2)

3= 3) + oot (7~ i)

—W — 1 fir n—o0.
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—— ?r
’Tol’_' -
|
ml’_'
N——
+
/N
[N}
)



2.4.2 Monotoniekriterium fiir Reihen 119

2.4.2 Anwendung des Monotonie-Kriteriums

oo
Die Folge (by) sei beschrinkt und die Reihe Zak absolut konvergent. Dann
k=1

oo
konvergiert auch die Reihe Z axby, absolut.
k=1

Beweisen Sie das Verdichtungskriterium (2.3.3.d) :

Bilden die Summanden ay, eine monoton fallende Nullfolge, so sind die Reihen

o0 o0
Z ax und Z 2"agon entweder beide konvergent oder beide divergent.
k=1 n=1

Loésungen:

Es muf} gezeigt werden, dafl die Folge der Partialsummen

S, = Z |akbr| beschrinkt ist.
k=1
Die Folge (by) ist nach Voraussetzung beschrinkt, etwa |b;| < B fiir alle k.
Da die Reihe Y |a| konvergiert, sind die Partialsummen A,, := Z |ak| be-
k=1

schrankt, etwa A,, < A. Wegen

0 <65, = Z|akbk| < BZ|ak| < BA
k=1 k=1
folgt die Behauptung.

Bemerkungen: 1) Natiirlich kann man dies Resultat auch mit dem Majoranten-
kriterium beweisen (Ubungsaufgabe!).

2) Die Behauptung wird falsch, wenn man absolut konvergent durch konver-
gent ersetzt. Als Beispiel konnen Sie die nach dem Leibniz-Kriterium konver-
gente Reihe > (—1)"/n nehmen. Multipliziert man die Summanden mit der
beschriankten Folge (—1)", so erhilt man die divergente harmonische Reihe

S 1/n.
o0

Sei zunéchst die Reihe Zak konvergent. Gezeigt wird, daf§ dann auch die
k=1

oo
Reihe Z 2"agn konvergiert. Fiir die Partialsummen dieser Reihe gilt:

n=1
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N 2¥ Summanden
Z2”a2n = (a2+a2)+(a4+a4+a4+a4)+...+(a21v + asnN +...+a2N)

= 2 [a2—|—(a4+a4)—|—...—|—(a2N+a2N+...+a2N )}

2N-1 Summanden
< 2faztaz+as+...+av-14q + ...+ agv_y + agn |

oo
< 2Zak < 0.
k=1

Die monoton wachsende Folge der Partialsummen (alle Summanden sind posi-
tiv) ist also beschrinkt und daher konvergent.

oo
Sei nun die Reihe ZQ"agn konvergent. Zu zeigen ist die Konvergenz von

n=1

oo
Z ay. Fiir die Partialsummen dieser Reihe gilt:
k=1

K
Zak = a; t+as+az+aqg+as+ag+ar+...+ag
k=1

< a1+ (ag+as)+ (as+as+as+ar)+...4+ (agx + ...+ agr+1_1)
< a1+ (agta)+(as+ast+ag+aq)+...4 (agx + ...+ agx)

oo
< a1+z2"a2n < 0.

n=1

Die monoton wachsende Folge der Partialsummen ist also beschrinkt und daher
konvergent. Fertig!

2.4.3 Anwendung des Cauchy-Kriteriums

Zeigen Sie, dafl die harmonische Reihe Z % divergiert.
k=1

Beweisen Sie das Leibniz-Kriterium 2.3.2.e :

Sei (a,,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist z:(—l)ka;c konvergent.
k=1



2.4.4 Beweis einiger Kriterien 121
Loésungen:
Fiir die Divergenz ist zu zeigen:

de>0Vngdm>n>ng : >e.

1
D%
k=n

Wihle ¢ := % und ng € IN beliebig. Wéhle n := ny und m := 2n. Dann gilt:

m 2n

1 1 1 1
Dkl Xk z(tlg > g = -
k=n k=n

Fiir die Konvergenz ist zu zeigen:

Ve>0dngVm >n>mng :

> (=1)Fax

k=n

<ege.

Aus (aj — ajy1) > 0 fir alle j folgt

= |(-=D)"(an — g1 + apy2 —+...)]

[(@n — any1) + (ant2 — any3) + ... |
= (an — ant1) + (@nt2 — @nys) + ...
= ap— (any1 — aps2) — (@pe3 — Gpyq) — - -
< ap = |an] -

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben.

Wegen a,, — 0 gibt es ein ng, so daB |a,| < ¢ fiir alle n > ng.

m

Z(—l)kak <lan| < e fir allen > ng .
k=n

Die Fehlerabschéatzung des Leibniz-Kriteriums wurde gleich mit bewiesen.

Nach der obigen Abschétzung folgt

2.4.4 Beweis einiger Kriterien

Beweisen Sie folgende allgemeinere Fassung des Grenzwertkriteriums:
. " . . .G . a
Seien a, b, positiv und fiir n — oo sei 0 < liminf —b" < lim sup —b" < 00,
n n

d.h. es gibt Konstanten 0 < r < R < oo so dafl ab einem ng gilt r < Z—" <R.
n

Dann sind die Reihen ) a, und > b, entweder beide konvergent oder beide

divergent.

Beweisen Sie das Raabe-Kriterium 2.3.3.h !
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Loésungen:

Sei « :=liminf Z—” . Nach Voraussetzung ist a > 0 .
n

Also gilt Z—" > % , bzw a, > %bn ab einem ngy . Nach dem Majoranten-

Kriterium folgt aus der Konvergenz der Reihe 3 a,, die der Reihe > b, .

Sei 0 < g :=limsup Z—” . Nach Voraussetzung ist 0 < oo .
n

n

Also gilt Z— < 208, bzw a, < 20b, fir alle n ab einem ng . Nach dem
n

Minoranten-Kriterium folgt aus der Divergenz der Reihe 3 a, die der Reihe

by, .

Sei # > 1 und zunéchst
n > ng

Gntt <1- g fir alle n > ng . Dann folgt fiir

n

n |an| - ﬂ |an|

(n = 1) lan| = nlans] .

n |an+1|

<
0 < (B-=1Dla,] <

Die Folge n|a,+1| ist daher ab ny monoton fallend und auch konvergent, da
sie durch 0 nach unten beschrinkt ist. Infolgedessen konvergiert auch die Tele-
skopreihe Y- by, mit by, := [(n — 1)|a,| — nlani1]] -

Wegen 0 < (8-1)|an| < (n—1)|an| — n|ans1] folgt die absolute Konvergenz
von Y a, aus dem Majorantenkriterium.

an

Sei nun a_H >1- % fiir alle n > ng. Dann haben die Summanden a,, ab ng

n
einheitliches Vorzeichen, etwa a,, > 0 fiir alle n > ng. Dann folgt fiir n > nyg
napt1 > (n—1)a, > a > 0

fiir eine geeignete positive Konstante a. Also ap41 > % und die Divergenz
von Y a,, folgt aus dem Minorantenkriterium.

2.4.5 g-adische Briiche

Sei g eine fest gewihlte natiirliche Zahl, g > 2, und 0 < = < 1 . Die Folgen
(z) und (ry) seien rekursiv definiert durch ( [.] = Gauss-Klammer) :

x1 = [gx], T = gr—2x1, Tni1 = [gTn], Tatl = 9Tn — Tt -

oo
Zeigen Sie, dafl = = Zxk g "
k=1
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Losung:

Mit Induktion zeigt man zunéchst

xn €{0,1,2,...,9—1}, 0<7r,<1 und x:Zxkgkarrng*" .
k=1
Induktionsanfang: (n = 1) Wegen 0 < = < 1 ist 0 < gz < g und daher
x1 := [gx] = (grofte ganze Zahl kleiner gleich gz) € {0,1,2,...,9—1} . Wegen
r1:=gx —x1 = gr — [gx] gilt sicherlich 0 <r < 1.
1

_T — —k -1
Wegen x = g + g gilt auch x = kz_lxkg +rig .
Induktionsschlufl: Nach Induktionsvoraussetzung ist 0 < r, < 1, also
Tn+1 = [grn] € {07 1,2,... g — 1} .
Wie oben ist 0 < rpq1:=gry — Tpy1 = gra — [gra] < 1.

Wegen r, = Lntl + % folgt schlieBlich:

g
- T T
—k n+1 n+1 —-n
R L

n+1
= Z l‘kg_k + Tn+1g_(n+l) .
k=1

n
=Y ag g
k=1

(rng~™) ist Produkt einer beschrénkten und einer Nullfolge, also r,g7"™ — 0
o0

fiir n — co. Damit folgt die Behauptung x = Z zrg "
k=1

2.4.6 Zum Satz von Olivier

oo
Man zeige: Ist die Reihe Z ay konvergent, so gilt
k=1

b, = (a1—|—2a2+3a3—|—...+nan) — 0

3=

Ist > ay konvergent und (ay) monoton fallend, so gilt na, — 0.
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Loésungen:

Seien S := Zak , Sy = Zak und Sy :=0.
k=1 k=1
Dann gilt S—.5,, — 0 und nach Aufgabe 2.2.8.A gehen auch die arithmetischen

Mittel der Folge (S — S,,) gegen Null. Also:

[(S—50)+(S=S1)+ ...+ (S = Sn1)]

3=

[(a1+as+az+..)+(ac+az+...)+...+ (@ +...)]

Sl= 3=

oo
a1+ 2as +3a3+ ... +na, + n Z ag
k=n-+1

= bn—l—iak—)O.

k=n+41

oo
Da die Reihenreste Z ay, fiir n — oo gegen 0 gehen, folgt b, — 0 .
k=n+1

Ist Y ag konvergent und (aj) monoton fallend, so sind alle a; > 0.

Insbesondere folgt

b, = %(a1+2a2+3a3+...+nan)
1 n+1
> Ean(1+2+3+...+n):nanﬂ > 0.

Nach Aufgabe 2.4.6.A geht b, — 0, also naan——;l — 0 nach dem ‘Quetsch-

lemma’. Wegen ntl — 1 folgt na, — 0 .
2n 2

Ein zweiter Beweis ohne Benutzung von 2.4.6.A:

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Die Reihe i ay, konvergiert nach Voraussetzung.
Nach gauchy gibt es zu ¢ einen Imde><k;017 so daB fiir alle m > n > ny gilt
0< Z ar < % . Da die a; monoton fallen, folgt (m —n)a,, < % .
Wa}ﬁzﬁén nun ny = 2ng + 1, m > n; beliebig und n := [%] = (grofite ganze
Zahl Kleiner gleich %), so gilt n > ng und daher

m €
5 am < (m—n)a, < 3 -

Also ist ma,, < ¢ fiir alle m > n; und da € beliebig war, folgt ma,, — 0.



2.4.7 Zur partiellen Summation 125

2.4.7 Beweise mit Hilfe partieller Summation

Beweisen Sie das Abelsche Konvergenzkriterium:

Ist (by) eine monotone beschrinkte Folge reeller Zahlen und ist 3 aj konver-
gent, so konvergiert auch die Reihe Y aybg.

Beweisen Sie das Dirichlet-Kriterium fiir Zahlenreihen:

Die Reihe )" aj habe beschrinkte Partialsummen, die Folge (by) sei eine mo-
notone Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe Y ajby.

Loésungen:

Eine Fassung der partiellen Summation ist (sieche 1.3.5.3):

n n—1 k
(PS) > arby = Apbn+ Y Ag(be —bgy1) , wobei  Ag = a;.
k=1 k=1 j=1

Die Folge der Partialsummen Aj konvergiert nach Voraussetzung. Die Reihe
> (b — bgy1) ist wegen der Monotonie der Folge (by) eine absolut konvergente

n

Teleskopreihe Y _ [by = brya| = > (bk — brr1)| = [b1 — bnyal -

k=1 k=1
n—1
Also ist die Reihe Z Ap(bg — bgy1) nach Aufgabe 2.4.2.A konvergent.
k=1

Die Folge (A,b,,) konvergiert, da sowohl (A,,), als auch (b,,) konvergieren.
Die Behauptung folgt aus (PS).

Beweis wie oben mit partieller Summation (PS):
Es gilt A,b, — 0, da b, — 0 und (A,,) beschrinkt ist.

n—1

Die Reihe Y~ Ag(bx — b41) ist wie in Aufgabe 2.4.7.A nach Aufgabe 2.4.2.A
k=1

konvergent.

2.4.8 Einige konkrete Beispiele

Eo\" nl k4 1)K
2 Z<2k¢+1> 2) o 2 3) Z(W;k
o ok+1 o 24n —1/n o 1
H D e 5) Z( " ) 6) > Tk
k=2 n=1 k=3
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Loésungen:
1) Nach dem Wurzelkriterium folgt wegen X/|ax| = T]:—l — % < 1 die
Konvergenz.

2) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium 2.3.3.e, denn

1!2n+1n
:(n+) n" 21 _)2<1.

anJrl
n! 2" (n41)7+1 Lyn e
(1+1)

an

3) Die Reihe divergiert nach dem Wurzelkriterium 2.3.3.f, denn
K _ LY e
\ak\f2(1+k) — £,

4) Dies ist eine konvergente geometrische Reihe mit der Summe

> 9k+1 B 93 © 2 k B 93 1 B ﬁ
SRS I
k=2 k=0

5) Die Reihe divergiert nach dem Trivialkriterium 2.3.2.a, denn wegen

(o) = A

gehen die Summanden nicht gegen Null.

6) Die Reihe divergiert nach dem Verdichtungskriterium 2.3.3.d. Fiir die ‘ver-
dichtete Reihe’ erhdlt man n&mlich

n n ]- ].
D2 = Y Y mmay = Dy

Sie ist divergent, da die harmonische Reihe divergiert.

2.4.9 Ein paar theoretische Beispiele

an

Sind alle a,, > 0, so konvergiert die Reihe Z Trnla.

Ist (a,) monoton wachsend, a,, > 0, so konvergiert die Reihe

Z (% - 1) genau dann, wenn (a,,) beschrinkt ist.

Sei (a,,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann gilt

an
konvergent <= a, konvergent .
; T g > an g

n=1
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Loésungen:

. a 1 a 1
Esg11t0<m:m "L<m.
an+n2

Da die Reihe > % konvergiert, folgt die Behauptung aus dem Majorantenkri-
terium 2.3.3.a.

‘=’ Annahme: (a,) ist unbeschrinkt.

Da (a,) monoton wéchst, gilt fiir m > n:

m
k41 _ Am41—0m An1—0n
Z(ak _1> - am T T
k=n
1
> a [(a77z+1 —am) oo+ (g1 — an)]
m
- am(am—o—l*an) 2 1iam .

Da (ay) unbeschrinkt ist, gibt es zu jedem a,, ein m > n mit a,, > 2a,, also

m
. ap 1 . . . . Q41 1
mit 1 — . > 5 Also gibt es zu jedem n ein m > n mit kE (—ak — 1) > 5
=n

Mit dem Cauchy-Kriterium folgt die Divergenz der Reihe Z (% — 1) .

n

‘<’ Sei (ay) monoton wachsend und beschrinkt.

Dann ist > (an+1 — ay) eine konvergente Teleskop-Reihe. Wegen

Ap41 Ap4+1—0a 1
nt —1 = —ntl” “n S a—l(an+1—an)

0 <
- (e7% An,

folgt die Konvergenz der Reihe Z (% — 1) aus dem Majoranten-Kriterium.
n

‘<’ Wegen 0 < I fga < a, folgt diese Richtung aus dem Majorantenkrite-
n
rium.
= a
‘=’ Sei —"  konvergent.
nz::l 1+ na, &

Ist ein a,, = 0, so sind von dort an alle a,, = 0 und die Behauptung ist trivial.
Seien also alle a,, > 0.

Wegen T —ifl;:an = n—i—ll Tam ist mit a,, auch 1 —:L;:an monoton fallend. Nach dem
Satz von Olivier (2.4.6) folgt b, = nl—fﬁan — 0 und wegen na, = 753

1- n
an

auch na, — 0. Also gilt 0 < na, < 1 ab einem ng und daher 14:17?(1” > 5
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Nach dem Majorantenkriterium ist die Reihe Z %‘ und damit auch die Reihe
Z a,, konvergent.

2.4.10 Klammersetzen in unendlichen Reihen

o0
Sei Zan eine beliebige Reihe, (ny) eine streng monoton wachsende Folge

n=1
natiirlicher Zahlen mit n; = 1 und by := (an, + Gpj1 + ..+ Anyyy—1)-

oo
Die ‘geklammerte’ Reihe Z by, sei konvergent und es gelte
k=1

Br = |an, |+ ... +lan,,—1] — 0.

o0 oo oo
Dann konvergiert auch Z an, und es gilt Z a, = Z by .
n=1 n=1 k=1

Loésung:
Sei B:= Z b und £ > 0 beliebig. Zu zeigen ist:

k=1

dNg VN > Ny <eE.

N
B-Y o
n=1
Zunichst existiert ein Ky € IN, so dal sowohl
K
B30
j=1

fiir alle_k > Kj. Sei Ny :=ng,+1 und N > Ny beliebig. Dann gibt es genau ein
K > Ko mit ngy+1 < N < ng4o. Mit diesem K gilt

<§fﬁralleK2K0 als auch 0 < By = [an, [+... 4 |an,,, 1] <§

N nr41—1 N K
E ap = E a, + E an:E bj+ang,, +...+an
n=1 n=1 N=NK 41 j=1

K
und daher B—ij +lang |+ +an]

j=1

IN

N
B — Zan
n=1

< S+Bga <e.
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2.4.11 Umordnen bedingt konvergenter Reihen

= (!
Die alternierende harmonische Reihe Z

n=1

=: .5 ist nach dem Leibniz-

Kriterium konvergent.
Ordnen Sie diese Reihe so um, dafl auf zwei positive immer ein negativer Sum-
mand folgt. Zeigen Sie, dafi diese umgeordnete Reihe

1 1, 1 1 1
ebenfalls konvergiert und zwar gegen % S.

o0
o (=t o
Die Reihe Z /n ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.
n—
Ordnen Sie diese Reihe so um, daf§ auf zwei positive immer ein negativer Sum-
mand folgt. Ist diese umgeordnete Reihe

1 1 1 1 1 1

—t = =t —=+ = =+ + —
VI3 ov2 o Vs VT VA
konvergent?

Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge, der Grenzwert lim (na,) =: \ exi-

n—oo

o0
stiere. Die Reihe A := Z(fl)"an konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium.

n=0
Ordnet man diese alternierende Reihe so um, daf} auf p positive Summanden
(in der alten Reihenfolge) stets g negative folgen, bildet man also die Reihe

[eS)
E bk = ao+a2—|—...—|—a2p_2—al—ag—...—agq_1+a2p+... ,
k=0

so konvergiert diese umgeordnete Reihe ebenfalls, und zwar gegen

Loésungen:

Klammersetzen in konvergenten Reihen #ndert nichts am Grenzwert. Durch
Klammersetzen in der alternierenden harmonischen Reihe erhilt man die bei-

den Reihen

.- (2k+1 — ﬁ) und g (4k1—3 - 4k1—2 + 4l<;l_1 N ﬁ) ’

k=1
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die beide ebenfalls gegen S konvergieren. Multiplikation der ersten Reihe mit
oo

1.. 1 1 S

5 liefert E (m—@) =3

1 1 3
Addition zur zweiten Reihe ergibt Z (4k 3 4+ ——— -1 2k) = —S .
In dieser Reihe darf man die Klammern weglassen, denn fiir k£ > 2 gilt
(‘41@ 3| T ‘4k I +‘2k‘) 35— 0.

1 1 1 1 3
Also wie behauptet 1+§f§+5+7—1++ - ... = §S'

(Ubrigens kann man mit der Potenzreihenentwicklung von In(14 ) um xq = 0
(4.5.1) und dem Abelschen Grenzwertsatz zeigen, dafi S = In2 . Auflerdem
folgt es aus Aufgabe 2.4.11.C.)

Klammert man in der umgeordneten Reihe jeweils zwei positive mit dem fol-
genden negativen Summanden zusammen, so ergeben sich fiir diese Klammern

1 1 1
VIk3 T VIk—1  Vok
VAR =1V2k 4+ VAE—3V2k — Ak —3\/4k—1
- VAk—3\/4k—1 2k
VB-2+4/8-8—/16-1515

e s

Nach den Rechenregeln fiir Folgen gilt l/bf/E — \/§+\\/[%m >0

0 < b

Da die Reihe \/LE divergiert, divergiert nach dem Grenzwertkriterium (2.3.3.c)

auch die Reihe Y by.
Dann muf} auch die ungeklammerte Reihe divergieren.

Diese Aufgabe ist etwas schwieriger. Man braucht u.a., daf

1 1 .
k—q+...—|—m] ~ [ = 2 firk — o0, g<p

ein Resultat, das erst in Aufgabe 5.2.4.A bewiesen wird.
Sei zunéchst 0 < A und 0.B.d.A. ¢ < p, also L := lng >0.

Betrachte die Partialsumme By,(,4) der ersten k(p+ ¢) Summanden der neuen
Reihe. In dieser Teilsumme sind die ersten 2kq Summanden der urspriingli-
chen Reihe, also die Partialsumme Asgy, und noch weitere k(p — ¢) positive
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Summanden enthalten:

2kq—1
Bk(p+q) = Z (_1)nan + A2kq + ...+ a2(kp—1) -
n=0 iy
=Aokq

Sei nun 0 < ¢ < X beliebig vorgegeben. Wihle 0 < § < min(\, L) so klein,

daﬁE>(5LT+/\—(52=5 LT—H\—é > 0. Dann gilt A — § < na, < A+ 4 fir
hinreichend grofie n. Also existiert ein ki, so daf fiir alle k > kq :
A6 1 1 1 [2kqazkg 2(kp—1)ag(rp—1) .
- [kq+"'+_kp—1} <Y TR et T o | = A
A4 1

1
< = [kq+...+kp_1
+...+ﬁ} < L+6. Also gilt fiir alle k > k; -

q
A—0

AP A o * AP
ilna—s < T(L—é) = §L—§(L+/\—5) < Ap < §lna—|—€
AP .
‘glna—Ak < €.

Die Aspq sind Partialsummen der urspriinglichen Reihe. Also gibt es ein
ko > k1, so daBl |Aagg — A| < ¢ fiir alle k > kg > k1. Zusammen also

* A
|Bk(p+q)_B| = |A2kq+Ak—A—§ln§| < 2¢

fiir alle & > ko. Da 0 < & < X beliebig war, folgt By pyq) — B.

Bis jetzt wurde nur eine Teilfolge der Partialsummenfolge der umgeordneten
Reihe betrachtet, d.h. die neue Reihe wurde geklammert. Und zwar wurden
jeweils die Summanden

Q2kp + A2kpy2 + - oo+ A2(k+1)p—2 — A2kg+1 — - -+ — A2(k+1)g—1

zusammengefafit. Die Summe ihrer Absolutbetrige ist kleiner als

plagkp| + glaske+1], da die a, eine monoton fallende Nullfoge bilden. Wegen
plaskp| + qlaskq+1| — 0 und Aufgabe 2.4.10 ist aber auch die ungeklammerte
Reihe konvergent mit demselben Grenzwert B.

Der Fall A = 0 wird analog behandelt. Hier muf3 A} nur nach oben abgeschétzt
werden.
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2.4.12 Zum Cauchy-Produkt

Untersuchen Sie die folgenden Cauchy-Produkte und ihre Faktoren auf Kon-
vergenz:

(%) (24

k=0 7=0

B

0o vk 2
[-=5)
<3+§:3k> (—2+§:2’“>.

@ Beweisen Sie den Satz von Mertens 2.3.7.b iiber das Cauchy-Produkt zweier
konvergenter Reihen !

Losungen:

Lk
Die Exponential-Reihe Z% ist fiir alle x € IR absolut konvergent. Das
k=0
j
Cauchy-Produkt = | k iert daher ebenfalls fiir all
auchy-Produ (Z k:') ]ZO il onvergiert daher ebenfalls fiir alle
z,y € IR. Fir seine Summanden cp, ergibt sich:

= S = () = S

Also gilt (Funktwnalglezchung der Exponentwlfunktwn/):

ooxk S 001, n
(S8)(SH) -5

> k+1
-1
Die Reihe 0+ E —)k ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. Fiir
k=1

die Summanden (:165 Cauchy-Produkts dieser Reihe mit sich selbst ergibt sich:
D2 (= ) ()" (=1 | (=™
T Vet e tum 0

1 1
+

§v

T
4
';|~

1 L L
Vivi 1t

eal = ]
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n—1
> e = .
— Vn—1y/n—-1 1
Nach dem Trivialkriterium ist das Cauchy-Produkt divergent, da die Summan-
den nicht gegen Null gehen.

(Fiir absolut konvergente Reihen kann so etwas nicht passieren!)

Die Reihe 3 + Z 3" ist sicherlich divergent und ebenso die Reihe
k=1

-2+ Z 2", (Die Summanden gehen nicht gegen Null.)

k=1
Fiir die Summanden ihres Cauchy-Produkts ergibt sich ¢y = —6 und
Cn = 3-2043L.ontypg2oon=2  pgneliol 4 3n . (9)

n—1
9.9" 4 on {1+%+...+(§) } _9.3n

B/2)"-1 _
32—1

Das Cauchy-Produkt dieser beiden divergenten Reihen ist also konvergent.

= 2(2" —3") 4 2" 0 firn>1.

Seien A,, = Zak, B, = Zbk und C,, := ch die Partialsummen der
k=0 k=0 k=0
auftretenden Reihen.
Sei A := > ag, B := > by, Bn := B — B, und die Reihe > a; sei absolut
konvergent. Zu zeigen ist: C,, — AB . Es gilt:
Ch, = ct+cit+ce+...4+cy

= agby + (albo + a0b1) + ...+ (aobn +aibp—1+ ...+ anbo)

= aan —|—aan,1 +... —|—anBO

= aO(B_ﬁn)'i_al(B_ﬂnfl)+'~~+an(B_50)

= A,B- [QOﬁn +a1fp1+...+ anﬂO]
Wegen A,, B — AB ist nur noch zu zeigen, dafl die eckige Klammer rechts gegen
0 strebt. Sei dafiir € > 0 beliebig vorgegeben.
Die Reihe > aj konvergiert absolut, sei K :=>_ |ag]| .
Da (3, — 0, existiert ein ng derart, daf} |3,] < % fiir n > ng. Da a,, — 0 und

(Bk) beschrinkt ist, existiert zu e und ng ein ny derart, dafl |a,,Bk| < m
fir alle k € INg, m > ny. Dann folgt fiir n > ng + nq:
laoBn + a1B8n—1+ ...+ anfo] <
< JaollBal + -+ lan—no—11Bno+1| + [an—noBno| + - + |anfol

[ 3 13 13
< (laol -+ lan—no—al) 55 + (0 + V3 77y < Kgg+5 = ¢
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2.4.13 Doppelreihen

oo
Zeigen Sie, dafl die Doppelreihe Z m~ " konvergiert und berechnen Sie ihre

n,m=2
Summe.
.. . 1 1 ..
Fiir n,m € IN sei ay , := —55 Gn2n =5 und ay, = 0 fiir m # n, 2n.
o0 o0 o0 o0
Berechnen Sie Z < an,m> und Z (Z amm) .
m=1 \n=1 n=1 \im=1

Sei G, = QLm falls n < m und ay,y, ;=0 falls n > m.

o0 o0 o0 o0
Berechnen Sie Z < an,m> und Z (Z amm) .
n=0 n=0 \m=0

m=0

Sind die Ergebnisse gleich ?

Loésungen:

Alle Summanden sind positiv. Die Zeilenreihen sind (absolut) konvergent. Fiir

m > 2 ist Z (%) = m (geom. Reihe) und daher

n=2

S(S@)) - S S -

m=2 \n=2 m=2 m=2

Jede Aufzéhlung Z au(k),w(k) der Doppelreihe Z m~" konvergiert, denn
k n,m=2

ihre Partialsummenfolge ist monoton wachsend und (z.B. durch 1) beschrinkt.

Nach dem Doppelreihensatz 2.3.6 konvergiert daher die Doppelreihe und zwar

gegen 1.

Fiir alle n € IN ist Z Gn,m = Qpp + Gn2n =0, also Z ( an,m> =0.
=1

m=1 n=1 \m=
Fiir ungerades m € IN, m = 2k + 1, ist Z Onm = Omm = fm .
n=1
. e 11 1
Fiir m € IN gerade, m = 2k, ist Z Un,m = Gk2k + G2k2k = 5 — 45 = m

n=1

Also ist
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S (o) = Hedbedoe) - dw

n=1 \m=1
Die Summe der Zeilensummen ist hier ungleich der Summe der Spaltensummen.

o0
Die Doppelreihe Z G, m ist divergent.

n,m=1
. = — 1 +1
ES ist Z a’n,m = Z 2—m = 2—m
n=0 n=0
und daher Z Z Qnm = Z m
m=0 \n=0 m;()
T 1 1 1 1
Andererseits ist Z Onm = om = 9n 1,l = a1
m=0 m=n 2
d dah (s S S T
und daher Z Qn,m = ST = T = 4.
n=0 \m=0 n=0 175
Alle Summanden sind nicht-negativ. Die Reihe der Zeilensummen konvergiert.
Nach dem Doppelreihensatz stimmen die Ergebnisse iiberein, d.h. es ist Z n;_;in—l =
m=0
4.
Dies Resultat hiatte man iibrigens auch aus der Potenzreihenentwicklung
(1_;%)2 = Z (m+1)z™, (Jz| < 1), an der Stelle z = % erhalten kénnen oder
m=0

aus dem Cauchy-Produkt der geometrischen Reihe > 27™ mit sich selbst.



