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8.7 Komplexe Differenzierbarkeit

Sei D C C offen, zo € D und f: D — C . Dann ist f genau dann (komplex)
differenzierbar in zp, wenn es eine in zy stetige Funktion f1: D — C gibt
derart, daf}

f(z) = f(z0) + (2 —20)f1(z) firalleze D . (1)
In diesem Fall ist die Ableitung von f in zg gerade f'(z0) = fi1(20) -

Zeigen Sie, dafi die komplexe Konjugierung f(z) := % in C nirgends komplex
differenzierbar ist.

Welche der folgenden Funktionen sind wo komplex differenzierbar bzw holo-
morph:

1) flz+iy):=azy+ 5 (y* — 2% 4+ 20) 2) flz+iy):=e¥—ie”
3) flz+1iy) :=ax+iby (a,beC) 4) f(z):=zRez
Sei f(z) = u(x,y) +iv(z,y) in einer Umgebung von ¢ € C definiert.
1) Ist f in ¢ komplex differenzierbar, so erfiillen u, v in ¢ die Cauchy-Riemann
Dgln.
2) Sind u, v in einer Umgebung von ( stetig partiell differenzierbar und erfiillen

sie in ¢ die Cauchy-Riemann-Dgln, so ist f in ¢ komplex differenzierbar.

Seien z =z +iy=7re"¥ und w = f(2) = u+iv= Re'® .
Formulieren und beweisen Sie die Cauchy-Riemann Dgln fiir
1) u(r,¢), v(r,¢)
) R(z,y), (z,y)
3) R(r,¢), @(r,¢)
) Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Zeigen Sie, daf3
|f| = const <= f=const.
2) Sei A:={z;r<|z2| <R} ein Kreisring und f: A — C holomorph.
Ferner sei |f| = const auf Kreisen {|z| = const} .
Zeigen Sie, dafl dann f von der Form f(z) = az™ mit n€ Z, a € C ist.

Sei D C C offen und S C D eine diskrete Punktmenge in D. Ist f in D stetig
und in D\ S holomorph, so ist f in ganz D holomorph.

Sei f holomorph in dem offenen Bereich D C C. Zeigen Sie, da} die durch
f*(2) == f(Z) definierte Funktion f* im Gebiet D* := { z; Z € D } holomorph
ist.
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Seien G C C ein Gebiet mit 0 € G und f: G — C stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt:

1
f ist in 0 komplex differenzierbar <= 111% —5 / f(z)dz= 0.
r—0 T |2|=r

Satz iber die Holomorphie der Umkehrfunktion:
Seien D C C offen, f: D — C holomorph, zp € D und f'(z9) #0 .

Dann existieren offene Umgebungen U C D von zg und V von f(zg) derart,
daB f(U) =V und f|; injektiv ist.
Die Umkehrfunktion f=!': V — U von f ‘ p ist in V' holomorph und es gilt

(f ' (w) = W fir alle we V. (2)

Losungen:
“=":  Sei zunichst f in zg differenzierbar. Also existiert der Grenzwert
lim LGV =G0 oy Sei fi D € definiert durch

z—20 Z— 20
JO-1G) g 5 4 &
) = A AT 0
f'(20) fiir z = 2o
Dann ist f; in zg stetig und es gilt
f(z) = f(z0)+ (2 —20)f1(2) firalleze€ D . (4)

“—=": Seinun f1: D — C in zy € D stetig und es gelte (4). Dann existiert
der Grenzwert

fi(zo) = lim fi(z) = lim M.

zZ—20 zZ—2Z20 z — ZO

(5)
Also ist f in zg komplex differenzierbar und es ist f'(zg) = f1(20) -

Sei f(z): =% und 2z € C beliebig.

Beh.: f ist in zp nicht komplex differenzierbar.

Dafiir reicht zu zeigen, dafl der Grenzwert lim M nicht existiert.

Z—20 Z— 20
Fir t — 0, t € R strebt z(¢) := 29 + t gegen z parallel zur reellen Achse. Fiir
diese Annéherung gilt

fl2() = f(z0) _ z2otl-z _t _ | | (6)

z(t) — 20 zo+t— 2o t
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Fiir t — 0, t € R strebt 2(t) := 20 + ti gegen 2 parallel zur imaginiren Achse.
Fiir diese Ann#herung gilt
f(z(t) — f(z0)  20+it—Z —it

= %= 11, 7
2(t) — zo zo + 1t — 2z it - (7)

Da sich bei zwei verschiedenen Ann#herungen an zy verschiedene Grenzwerte
ergeben, hat der Differenzenquotient fiir z — zg keinen Grenzwert. Fertig!

(C.1) Esist
fla+iy) = ay+L(y* —2*4+20) = —L2°+10i . (8)

Als Polynom ist f(z) in ganz C komplex differenzierbar und holomorph.
(C.2) Fir f(xz+iy) = e¥—ie® =u(x,y)+iv(x,y) ist u, =0=v, . Aber

€T

uy(z,y) = e =—vy(z,y) = & = z=y. (9)
Also ist f auf der ‘Winkelhalbierenden’ y = z komplex differenzierbar. f ist
nirgends holomorph, da f auf keiner offenen Menge komplex differenzierbar ist.
(C.3) Esist f(z):=ax+iby=(xRea—ylmbd)+i(rlma+ yRebd). Also

Up =Vy , Uy =—V; <= Rea=Reb, Imb=Ima <+= a=b.

Also ist f fir @ = b in ganz C komplex differenzierbar und holomorph. Fiir
a # b ist f in keinem Punkt komplex differenzierbar und damit nirgends
holomorph.

(C.4) f(2) =u+iv =2Rez = z?+iry ist in ganz C definiert. Als Abbildung
R?2 — R? ist sie beliebig oft stetig partiell differenzierbar, also auch beliebig oft
total differenzierbar. Es ist

Ug =20 =vy=0 <= =0 und yy=0=—-v,=-y < y=0.

Also ist f nur im Nullpunkt komplex differenzierbar und nirgends holomorph.

Im Wirtinger-Kalkiil kann man so schliefen:
Esist f(z) =zRez=2(2+7%)/2 und daher

af z
A | = 0. 10
0z 2 ? (10)
Also ist f nur im Nullpunkt komplex differenzierbar.

(D.1) Sei fin ¢ = &+ in komplex differenzierbar. Dann existiert der

Grenzwert hné f(i:é‘_(C) . Insbesondere gilt fiir reelles ¢ — 0 :
I, = i dCHD =0 o FCHD=FO (11)

t—0 C—i—t—c t—0 C—i—’tt—C
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Es ist
e b =0 ! (12)
L2 _ }g% u(§7 n + t) + ’L’U(f, n J',_Ltt) - u(fa 77) - “}(57 77)
i 2E ) —0(En) (€ ) — ul€n)
t—0 t t—0 it

Also gilt L; = Ly genau dann, wenn

o BERED —u(En) L Entd) —vEn)
t—0 t t—0 t (13)
i Y€t —v(€n) L ul€n +t) —u(E n)
t—0 t t—0 t
also genau dann, wenn
Um(fﬂ?) = Uy(fﬂ?) und Um(fﬂ]) = _uy(gan) . (14)

(D.2) Sei f(z) = u(z,y)+iv(x,y) in einer ganzen Umgebung U von ¢ = £+in
stetig partiell nach x und y differenzierbar und die Cauchy-Riemann-Dgln seien
in ¢ erfiillt. Dann ist f in ¢ total reell differenzierbar und es gilt

fz) = [ul&n) +ua (&)@ = &) +uy(&n)(y —n) +ri(2)]

+i [0(&n) +va(&,m) (@ = &) + vy (&) (y — n) + r2(2)]
[u(€,n) +iv(&,m)] + [ue (&) (@ = &) = va(&m)(y — n) + 71(2)]

+i [va(&,m) (@ — &) + ua(&,m) (y — n) + r2(2)]
= Q)+ [ual&n) +iva(€m)] [(z = &) + iy — )] + [r1(2) +ira(2)]
= f(Q)+ f2(O(z = ) +r3(2) .

Dabei gilt fiir die ‘Restterme’ r1(2), rz2(z) und r3 = 1 +ire , daf sie fiir z — ¢

von hoherer als erster Ordnung gegen Null gehen, d.h. dafl lirré " (zé =0
z2—(C 2 —

Dann ist aber f(z) bei ¢ komplex linear approximierbar, also komplex differen-
zierbar. Und zwar ist f/(¢) = f.(¢) . Fertig!



8.7 Komplexe Differenzierbarkeit 230

(E.1) Mit O, y) = (mr x“") = (COS@ —rsm<p) folgt nach der Ket-

8(7«,@) Yr Yo sinp  rcose
tenregel:
duv)  Buw) Oy)
a(r, ) z,y) O(r,¢)

Up Uy Up Uy (@ Te) _ (us uy) [cosp —rsing
Vr o Vg Vg Uy Yr Yo) Uz Uy sing rcosp

_ (ugcosp+uysing r(—ugsine + uy, cosp)
 \vgcosp+uysing  r(vgsing + vy cosg)
und daraus wiederum:

Uy =Vy , Uy = —Vp = TU =Dy ,Uy = —TUy . (15)

“=—": folgt sofort durch Einsetzen.
“«=": Zunéichst folgt

Uy COS P + Uy SIN P = 1y COS P — Vy SiN und (16)
Uy SIN QY — Uy COS P = U, COS @ + Vy Sin

Multiplikation der 1. Gleichung mit cos ¢, der 2. Gleichung mit sin¢ und an-
schlieende Addition der beiden Gleichungen liefert u, = v, . Multiplikation
der 1. Gleichung mit sin ¢, der 2. Gleichung mit cos ¢ und anschliefende Sub-
traktion ergibt u, = —v, .

(E.2) Sei f(z) =u+iv=Re'® . Wiein (E.1) folgt nach der Kettenregel:

O(u,v) d(u,v) I(R,P)

z,y)  O(R,®) I(z,y)
Uy Uy) _ [cos® —Rsin® ' R, Ry (17)
vy vy)  \sin® Rcos® o, O,
R,cos® — RP,sin® R, cos® — RP,sinP
R;sin® + R®, cos® R, sin® + RP, cos P

Man erhélt mit analoger Rechnung wie in (E.1)
Up =Vy , Uy =—V, <= R,=RP,, Ry=-RD,. (18)
(E.3) Analog wie bei den letzten beiden Teilaufgaben erhilt man

Uy =Vy , Uy =—V; <= rR.=R®,, R,=-rR, . (19)
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(F.1) Sei G CC ein Gebiet und f: G — C holomorph.
Die Richtung “f = const = |f| = const” ist trivial.

Ist f=Re'® und |f| =R =const,soist R, =R, =0 in G. Nach Aufgabe
8.7.E.2 ist dann auch &, = ®, =0 in G. G ist ein Gebiet, also f = const .

Die nicht-triviale Richtung folgt auch aus dem Satz von der Gebietstreue, bzw
daraus, dafl nicht-konstante holomorphe Funktionen offene Mengen auf offe-
ne Mengen abbilden. |f| = const bedeutet ja, daf das Bild f(G) auf einer
Kreislinie liegt, also nicht offen in C sein kann.

(F.2) Ist |f| auf Kreisen |z| = const im Kreisring A konstant, so ist f von
der Form f(0e*?) = g(o)e”*¥) mit reellen Funktionen g und k. Die Cauchy-
Riemann-Dgln und Aufgabe 8.7.E.3 liefern

09’ (o
0'(0) = s(@H(p), also H(g) = c = 22 (20)
g9(0)
mit einer Konstanten ¢ € R . Daraus folgt weiter
hp) =co+d; glo) = ac®; f(z) =ag® e = (ae). 2. (21)

Da f im Kreisring A stetig ist, mufl ¢ € Z sein. Fertig!

Sei z0 € SC D CC und U = B,.(20) C D so klein, dal aufier zo kein
weiterer Punkt aus S in der Kreisscheibe U liegt. Nach Goursat verschwindet
dann das Integral / f(2)dz fiir jedes in U gelegene abgeschlossene Dreieck

A
A. Dann besitzt f eine Stammfunktion in U und ist infolgedessen holomorph
in U und damit auch komplex differenzierbar in zy. Da zy € S beliebig war, ist
f in ganz D holomorph.

Dies Resultat gilt auch noch fiir allgemeinere Ausnahmemengen S. Z.B. kann
S eine Gerade sein. Fiir eine Beweisidee siche z.B. Aufgabe 10.1.G.

Die komplexe Konjugierung {z +— Zz} ist ein Homdomorphismus der Ebene C
auf sich. Daher ist mit D C C auch D*:={z;zZ€ D} offen.

f* ist holomorph in D* |, wenn es in jedem 25 € D* komplex differenzierbar
ist. Sei also z5 € D* . Dann existiert der Grenzwert

ey . ) - f=) 0 o f(B) = f(20)
f (ZO) - z*_)zl(}}gl* eD* 2% ZE)k : - z—)?or,r;ED zZ — *0

z—20,2€ED zZ— 20

Also ist f* in 2 komplex differenzierbar mit der Ableitung f*'(23) = f'(z0) -
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“=":  Sei f bei zg = 0 komplex differenzierbar. Dann kann f bei 0 komplex
linear approximiert werden, besitzt also eine Darstellung der Form

X . . (1%}
Fre®) = f(0)+ f/(0)re™® + g(re®) mit L’"f ) 0 fiwr—0.
Damit folgt
1 (2)dz = 1 " (re')ire# d
w12 Jizl=r ot v
1 27 ) ] ,
=3 [£(0) + f/(0)re™ + g(re'®)]ire’ dy (23)
= Jo

- 27 . in
:0—|—0+1/ ewwd@—w firr—0.
™ Jo r

“«=": Nach Voraussetzung sind u und v stetig partiell, also auch reell total
differenzierbar. Also gilt

f(z) = u(z)+iv(z)
= [w(0) + uz (0)z + uy (0)y + g1(2)] + i [0(0) + v2(0)x + v, (0)y + g2(2)]

mit 93|(»|71) — 0 fiir z — 0. Damit wird

z
1 f(z)dz = 1 T ire'? [u(0) 4 iv(0) + r cos ¢ (us(0) + iv,(0)) +
2 1= w2 J,

+rsing (uy (0) + v, (O)) +g1(2) +iga (z)] dy

. 27 27
_ l i
= - [fw(O)/O cospe d(p—i—fy(O)/o
i 27

+ = e (g1(2) +ig2(2)) d

sin @ e'? d(p}

i i [P
= — [7f2(0) +inf,, (0)] + —/O e’ (g1(2) +1ig2(2)) do

T T
— ify(0) — f,(0) firr—0.
(24)

Aber nach Voraussetzung geht das Integral gegen 0 fiir r — 0 . Es folgt
0 = ifu(0) = £,(0) = —ua(0) — 1y (0) +i (un(0) — v, (0) . (25)

Also erfiillt f in 0 die Cauchy-Riemann-Dgln v, = v, und 4, = —v, . Da f
nach Voraussetzung in einer Umgebung von 0 stetig partiell differenzierbar ist,
ist f in 0 komplex differenzierbar (siehe 8.7.D).
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Seien D C C offen, zgp € D und f = u + iv: D — C holomorph. Sei ferner
f'(20) = fo(20) = uz(20) + iv5(20) # 0 . Aus den Cauchy-Riemann-Dgln folgt:

det (uz uy) = uZ(z0) +v3(20) # 0. (26)
(z0)

Vg Uy

f = (u,v) ist stetig partiell nach x und y differenzierbar. Sei w := f(z) und
wo = f(z9) . Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit gibt es offene
Umgebungen U = U(zp) C C und V = V(wy) C C derart, dafl f: U — V
bijektiv ist. Die Umkehrfunktion f ~': V' — U ist ebenfalls stetig differenzierbar
und zwar mit der Funktionalmatrix Jy-1(w) = (Jf(z))_l . Nun ist

—1
Uy Uy _ 1 Uy —Uy
) = () 0
Fir z =z +iy = f~(u+iv) gilt also z,(w) = y,(w) und z,(w) = —y,(w)

fiir alle w € V. Also ist f~! in V holomorph und es ist

Uy — 1y 1

21 T P

(f7) (w) = (28)



